Curso 1° - Grado en Fisica

Examen de Analisis Matematico | — Soluciones

Ejercicio 1. Sea f : Rt — R la funcion definida porf(x) = x — log(x) — 2 para todax > 0.
a) Prueba qu¢ alcanza un minimo absoluto &1".
b) Determina el conjunto imagef(R*) de dicha funcion.

c) Determina el niimero de soluciones de la ecuagiév) = 0 enR ™ y localiza dichas soluciones en
intervalos disjuntos.

., . 1 x—1
Solucién.a) Tenemos queg’’(x) = 1 — — = —— se anula solamente en= 1.
X X

Si0<x <lesf’(x)<0,porloquef es estrictamente decrecientelent].

Luego0 < x <1 = f(x) > f(1).

Sil < xesf’(x) >0, porloquef es estrictamente creciente [@n+oo|.

Luegol < x = f(1) < f(x).

Hemos probado asi que para tada> 0 se verificaf (1) < f(x). Por tantof alcanza un minimo
absoluto enx = 1.

b) /" es una funcién continua definida en un intervalo, por el reardel valor intermedio, la imagen de
f,J = f(RT), es un intervalo. Por lo visto en el punto anteribitiene minimo que eg'(1) = —1. Es
claro queJ no esta mayorado porquém f(x) = +oo. LuegoJ =[—1, +o0|.

x—0

c)Comof(e€?)=e2>0, f(1)=—1 <0y f(e%) =€ —4 > 0, el teorema de Bolzano nos dice gfie
tiene al menos un cero en cada intervia@o?, 1[, ]1, €2[. Como, por lo visto en el punto ay, es inyectiva
en]0, 1]y en[1, +o0[, concluimos quef tiene exactamente dos ceros.

También puede razonarse usando el teorema de Rolle: ¢gditiene un Gnico cerof no puede tener
mas de dos ceros.

Ejercicio 2. Se desea construir un tanque cilindrico sin tapa cuya sajgesta K7 metros cuadrados.
¢, Qué relacion debe existir entre el radio y la altura paraetiuelumen sea maximo? ¢ Para qué valor de
K elradio es 1 metro? Calcula el volumen méximo p&ra= 12.
Solucion.Sear el radio de la base # la altura. El area de la superficie del depdsitores + 2 rh. Debe
2
J— r )
. El volumen viene dado por

verificarse querr? + 2nrh = K de donde obtenemos que=

K —r? .
V() =nar*h=nar? 3 - %(Kr —r3), donder > 0. Tenemos qué’’(r) = %(K —3r?). El Ginico
r

punto donde se anula la derivadargs= / K/3.
Para0 < r < ro esV’(r) > 0, por lo queV es estrictamente crecienteonr].

Luego0 < r <rg =V(r) < V(ro).
Parary < r esV’(r) < 0, por lo queV es estrictamente decreciente[gn +oc|.
Luegory < r =V (ro) > V(r).
Hemos probado asi que para tado- 0 se verificaV(r) < V(ro). Por tantoV alcanza un maximo
absoluto en.
K — r(f _ 3r§ — rg

La altura correspondienterg es /iy = = = .
21’0 2}"0

Parak = 3 esrg = 1. ParaK = 12 se tiene quey =2y V(rp) = %(24 — 8) = 87 metros clbicos®
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Ejercicio 3.
3 _3 1/x2
a) Calcula el limite im ( e = o x COSX) . X
x>0 x3 f ser(v/1) dt
b) Calcula los limites laterales @rde la funcién dada para todos 0 por f(x) = 3
X

Solucién.a) Tenemos que:

, 3senx —3x cosx . 3xsenx _senx
Ifim =Iim —=Iim —— =1.

x—0 x3 x—>0 3x2 x—=>0 X

Donde hemos aplicado una vez la regla de L'Hopital. El limpieido es, por tanto, una indeterminacion
del tipo1°°. Aplicaremos el criterio de equivalencia logaritmica.

lim 1 [3senx —3x cosx D —iim 3senxy — 3 x cosx — x3 i 3x senx — 3x2
x>0 x2 x3 x— 0 x3 T x50 S5x4 -
_3| Senx—x_3—1_—1
5x x3 56 10

Donde hemos aplicado una vez la regla de L'Hdpital. En caresggia, el limite pedido es igual a'¢'°.

b) El limite pedido es una indeterminacioén del tipt. Aplicamos la regle de L'Hopital. Para derivar el

x2

numerador tenemos en cuenta que la fundifix) = fser(\/f) dr es la composicién de las funciones
0

F(x) = jser(\/Z) dr y g(x) = x2, pues claramentél (x) = F(g(x)). Por la regla de la cadena sera

0
H'(x) = F'(g(x))g’ (x) = ser(y/g(x))g’(x) = ser(+/x2)2x = sen(|x|)2x. Por tanto:
ser(x) _ 3

p X . Ser(|x|)2x 2
Ifm = lim ————— = - lim —.
x—>0f(X) x—>0 3x2 3 xX—> X 2
x>0 x>0 x> 0

se 2 2 se 3
lim f(x) = lim SEMUXD2x 2 serey) 3
x—>0 x—0

3x2 3x>0 X 2
x<0 x<0 x<0
©
Ejercicio 4. Estudia la convergencia de las series:
(n)? 3 LV
75> D MESIED N
!
n=1 (@n)! n=1 nz=1 nf—i— !
L . o . . . . (n))?
Solucion.a) Es una serie de términos positivos. Aplicamos el crigeiacociente. Pongamag = )l
n).
Tenemos que:
1)? 1
an+1 (n+1) N

an  (@n+2)2n+1) 4
La serie converge.

b) Es una serie de términos positivos. Aplicamos el critdeilccociente. Pongamas = #327". Tenemos

que:
N1 o1
an+1= nt - — — < 1.
ay n 2 2

La serie converge.
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c) Para ver si es convergente, como se trata de una serigaaléeraplicaremos el criterio de Leibniz.

., n .
Probaremos que la sucesién= e es decreciente y converg®aTenemos que:
nyn+1
Vn+1 N

an+1 < dapn

<=}(n+1)«/n+1+1 <nﬁ+1 =
Sn/nn+D+Vn+tl<@+D/nn+1)+/n <= Vn+1</nn+1)+n

Como esta Ultima desigualdad es evidentemente cierta @adoa t= N, concluimos qu€a,} es decre-
ciente. Por otra parte, es evidente que

N

nJn n’
Por lo que{a,} — 0. Por el criterio de Leibniz, la seri{j(—l)"“an es convergente.
n=1
Esta serie no es absolutamente convergente porque

Jn 1 1

ap = = = .
nyn+.n n+1" 2n

0<a,<

. 1 1 1 .
Y la serie’y =3 Y — es divergente. @
n n
=1

n=1

Ejercicio 5. Dador > 1, seal/(¢) el volumen del sélido de revolucion obtenido al girar alcatedel eje
OX laregion del plano comprendida bajo la curva

1

y= 1<x<y)
Vx(x2—2x+2)
CalculaV(z) y lim V(z).
t—>+o00

? 1

Solucién.El volumen viene dado pdr(t) = = f ——————dx. Calcularemos una primitiva de la
! x(x2—=2x+2)

funcion———— . La descomposicion en fracciones simples es:

x(x2-2x+2)
1 A Cx+D

- @@ _Z4_ ==TvZ l=A(x%-2x+2 Cx+D
o1 D) x+x2_2x+2 = (x X +2)+ (Cx + D)x

Haciendox = 0 resultad = 1/2. Identificando coeficientes de? y de x tenemos qued + C =0y
—2A+ D =0.ResultaastC =—1/2, D = 1. Por tanto:

1 Ix 41 2 1 ¢ 1
20 = fdx+fx2—2x+2 __Ig(t)_4f 2x+2x+§1f1+(x—1)2dx=

1 1 1 1 t 1
=—log(t) — = log(t? =2t +2) + —arctgt — 1) = = log[ ———— —arctgr —1).
3 100(0) — §log(r? — 2+ 2) + arctglr ~ 1) = 5 log (== ) + yarotgr ~ 1)
Deducimos que:
]T2

t—>—+o00

©
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